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RESUMO

Este trabalho visa fornecer um tratamento matematico do péndulo duplo usando o formalismo
lagrangeano. O péndulo duplo consiste em um péndulo acoplado a outro péndulo através de sua
massa. Péndulo duplo apresenta uma dinamica mais complexa do que péndulo simples, e
demonstram uma sensibilidade as condicdes iniciais. Modelos matematicos de péndulo séo utilizados
para estudos de diferentes sistemas fisicos. Neste trabalho € proposta do uso d& formulacéo
lagrangeana para descrever o péndulo duplo com seu comportamento dinAmico ndo-linear.

Palavras-chaves: Péndulo duplo; Conservacdo da energia; Formalismo langrageano.

ABSTRACT

This work aims to provide a mathematical treatment of the double pendulum using lagrangian
formalism. The double pendulum consists of a pendulum coupled to another pendulum through its
mass.Double pendulum presents a more complex dynamics than simple pendulum, and demonstrates
sensitivity to the initial conditions. Mathematical pendulum models are used for studies of different
physical systems. In this work is proposed the use of lagrangean formulation to describe the double
pendulum with its non-linear dynamic behavior.

Keywords: Double pendulum; Energy conservation; Formalism lagrangian.

1. Introducéo

A formulagdo lagrangeana variacional est4d diretamente relacionada a
modelagem energética dos sistemas. A vantagem dessa abordagem sobre as
abordagens feitas nas equacfes de Newton sdo as bases da Mecanica Classica,
sendo um sistema complexo que, pode ser decomposto em Vvarios sub-sistemas
cujas modelagens podem ser mais simples do que a modelagem do todo. Como a
energia total de um sistema é a soma das energias das partes, é possivel obter-se
um resultado global a partir dos resultados parciais (Faria Neto et al.,2011).

Os métodos classicos, baseados na forga, ndo existe tal flexibilidade. Quando

muito, € possivel aplicar o método da superposicdo de efeitos. Contudo, esse
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método ndo se aplica aos sistemas nao-lineares .

Ja se sabe que a formulagdo Lagrangeana pode ser aplicada, com certa
facilidade, a modelagem de sistemas mecanicos. Constituindo-se, assim, numa
maneira menos trabalhosa de se obter as equacdes diferenciais que explicam o

sistema.

Faz necessario, usar as coordenadas generalizadas para definir a posi¢do no
espaco de um conjunto de particulas. Em geral, podemos escolher qualquer
conjunto de coordenadas para descrever 0 movimento de um sistema fisico.
Coordenadas generalizadas sédo qualquer colecao de coordenadas independentes q;
que séo suficientes para especificar a configuracdo de um sistema de particulas. Um
sistema fisico é descrito por N coordenadas generalizadas e seja caracterizado por
certa funcao escalar L.

O Principio de Hamilton, também chamado de principio de minima acéo,
estabelece que a evolucao do sistema de certa configuracdo para outra é tal que a
acdo € um minimo. Se faz, necesséario definir, um procedimento seguido para
escrever equacdes de Lagrange associadas a um dado sistema mecanico holdnomo
(Jardim et al.,2016).

sziL(q,e&t)dt o

Afungéo L = L(q,&t)é chamada de lagrangeana do sistema que, denota-se por

um conjunto de coordenadas (ql,...,q,\,) similarmente com velocidades

generalizadas do tipo,

da;
= ’y )

O trajeto real da particula, entre os instantes t1 e t2 minimiza a acdo, se
fixarmos os extremos da trajetoria, satisfazendo a condicdo de minimo e né&o
havendo relagbes de vinculos entre as coordenadas generalizadas, obtemos a

equacao de Euler-Lagrange (Leech, 2003):
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dfa _izo,izl,z,,_,,s (3
dt\ o) oq.

A equacéao (3) representa o formalismo lagrangeano, que tipifica a segunda lei
de Newton. A lagrangeana de um sistema mecanico é definida como L=T-V, onde T

€ a energia cinética e V é a energia potencial do sistema.
2. Teoria
2.1 formalismo matematico

O péndulo duplo consiste em um péndulo acoplado a outro péndulo através de
sua massa (Agrawal, 2000). Considere o péndulo duplo mostrado na Figura 1 com
massas mi e my unidas por varas sem massa rigida de comprimentos |1 e l>. Para
simplificar a andalise do sistema, o movimento sera restringido a um plano.
Convenientemente usamos angulos entre o corpo e a vertical como coordenadas
generalizadas para definicho da configuragdo do sistema. Estes &ngulos sé&o
chamados 6: e 6, e deixe a gravidade ser dada por g.

v

— lycos(8y) 3 \

— [;cos(8;)

{isin(fy) ipsinifly )
Figura 1. O péndulo duplo no plano.; Fonte: Autor
Vamos fazer a deducdo matematica das equacdes do movimento deste

sistema através do formalismo lagrangiano. Portanto, calculando as energias

envolvidas para as massas,

Massa 1=m1

&= I1‘§‘COS e (4)
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e
&e=1,Bsend, (5)
&+ =178 (6)
Massa 2=m2
& = 1,&cos 6, +1,8c0s 6, (7)
e
= I16§Sen9l + I26§Sen92 (8)
B+ =162 + 211,68 cos(6, - 6,) +1,° 65 (©)
Entdo, a energia cinética T do sistema fica:
T="2 (8 )+ 72 (8 + ) (10)
T= %(lﬁ@) + %(lﬁé;é + 21, Becos(0, - 0,) +1,6%) (11)
=) () 1 o0, ) + 16 12

A energia potencial U depende somente de y, entéo:

Massa 1=ma
U =-m,gl, cosé, (13)
Massa 2=m2
U =-m,g(l, cosé, +1, cosb,) (14)

Entdo a energia U total sera:
U =mqgl,cos& —m,g(l,cosé, +1, cosé,) (15)
U =—-(m +m,)gl, cosg —m,gl, cos o, (16)

A Lagrangeana sera (Pesce, 2003):

L=T-V (17)
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L (rr11+m2) 2R+ (299@)+m2|1|2§§4cos(6' 6,)+ (18)

+(m, + mz)gl1 cosf, + ngl2 cos b,

Para obter a equagé&o para 61, devemos calcular os termos:

AL |- (m,+m,)1 2+ my), Ecos(6, - 6,) (19)
o)
d( oL
" (86&] (m, +m, )12 m,),Ecos(g, - 6,) + (20)
m2|1|2§;‘56n(91 _‘92)(6§L 6%)
oL
% :—Ilg(ml+m2)+m2I1I26§Sen(6?1—492) (21)
1
De forma anéloga para 6:
[;;J m,1 2+ m LI, Beos(0, - 6,) (22)
2
d( oL
m, |2+ m, )1, &eos(6, - 6,) +
dt (az&} o ETe0s( =) (23)
—m,L,I,&en(6, - 6,) (&)
oL
P m, L1, &8sen(6, - 6,) —1,m,gsend), (24)
2
Entéo, ficamos com:
m2|22§q_ m2|l|2§f€208(91 -6,)— m2|l|2§5en(01 —-0,)+ (25)
+l,m,gsend, =0
Que simplificando por I, fica:
m2|22§q_ m2|1|2§f€08(t91 -6,)— mzll@sen(el —6,)+ 27)
+m,gsend, =0
m, |, 268+ m, 11, &0s(6, — 6,) — m, | Bsen(6, - 6,) + (26)

+m,gsend, =0

Ambas as equagdes devem ser resolvidas em termos de & e & para serem
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utilizadas no método numérico. Entdo conforme Lemos (2004) temos que:

& —g(2m, + m,)send, —m,g (6, — 26,) — 2sen(6, - 6,)m, (694 +@I ,cos(6, —6,))

(28)
l,(2m, +m, —m, cos(26, —26,))

&_ 2sen(6, -6 )(@I (m, +m,)+g(m, +m,)cosé, +§‘I ,M, cos(&, —6,))

(29)
l,(2m, + m, —m, cos(26, - 26,)

3. Resultados e discussao
3.1 solugdo numérica

Este péndulo apresenta um movimento cadtico com 0S mesmos parametros
iniciais em lancamentos diferentes. Vamos tomar os seguintes parametros iniciais e

comparar os tracos, graficos e diagramas de fase de cada um:

e my =13 Kg
e m2=13Kg
e wi=0rad=s

e w2=0rad=s

e I1=1m
e b=1m
e 0 =90°
o 0,=125°

e ¢=09.81m/s?

Eixao Y Eixo Y

Lancamento 2

Lancamento 1

Figura 2. Tracos dos péndulos duplos apés 30s de movimento.; Fonte: Autor
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Isso mostra uma solucéo particular do problema do péndulo duplo, que permite
rapidamente através de métodos numéricos que o torna um movimento complexo.
Convém relembrar que estamos perante um sistema caético, pelo que os resultados

dependerdo muito dos valores dados as diversas variaveis.

Conclusdes

As principais conclustes deste trabalho sao:

e O péndulo duplo é um sistema de grande interesse em nivel caotico, exibindo
grande sensibilidade as condigbes iniciais: o efeito "borboleta”, conforme a
Figura 2.

e O comportamento do sistema, apresenta multi-graus de liberdade linear
pequenos 61 e 62 ;

e O formalismo lagrangeano mostra-se mais sistematico como ferramenta de
obtencdo das equacBes de movimento através de equacbes diferenciais

ordinarias;
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